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Resumen
En este trabajo se estudia la propagacio´n de ondas electromagne´ticas en medios dispersivos con una res-
puesta diele´ctrica dada por el modelo de Havriliak-Negami. En este modelo el campo de polarizacio´n del
medio se expresa por medio de derivadas de orden fraccional del campo ele´ctrico. A partir de las ecua-
ciones de Maxwell en medios materiales se deduce una ecuacio´n de onda para el campo ele´ctrico que
contiene derivadas temporales fraccionales. Se obtienen soluciones para ondas planas, esfe´ricas, cilı´ndri-
cas y paquetes de ondas en estos medios. Los resultados obtenidos describen la propagacio´n de ondas
electromagne´ticas en algunos polı´meros.
Palabras Claves: Havriliak-Negami, Ca´lculo Fraccional, Ondas Electromagne´ticas.
Abstract
In this paper we study the propagation of electromagnetic waves in dispersive media with a dielectric
response given by the Havriliak-Negami model. In this model the polarization field is defined in terms
of fractional order derivatives of the electric field. Starting from Maxwell’s equations in material media
we obtain a wave equation for the electric field containing temporal fractional derivatives. We study
solutions for waves in different geometries and for wave packets in fractional media. The results describe
the propagation of electromagnetic waves in some polymers.
Keywords: Havriliak-Negami, Fractional Calculus, Electromagnetic Waves.
1. Introduccio´n
Para obtener informacio´n de las propiedades de un material es comu´n analizar la permitividad compleja ∗ [1], ya
que es fa´cil de medir y permite estudiar la estructura molecular. Esta propiedad esta´ relacionada con la respuesta del
material ante un estı´mulo electromagne´tico y uno de los primeros modelos empleados en describir este feno´meno es
la ley de relajacio´n de Debye [1], sin embargo, diversos estudios sobre propiedades diele´ctricas de muchos sistemas
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como polı´meros, alcoholes y cristales [2] se analizan en te´rminos de modelos diele´ctricos empı´ricos ma´s generales,
como los propuestos por Cole y Cole, Davidson y Cole, y Havriliak y Negami, todos en funcio´n de la frecuencia
[3,4]. El modelo de Havriliak-Negami se puede obtener a partir de una ecuacio´n diferencial fraccional del campo de
polarizacio´n [5].
Existen diversas disciplinas en las que se requiere conocer con precisio´n las propiedades de los materiales y esto
se logra mediante el uso del ca´lculo fraccional. En el a´rea del desarrollo de semiconductores el o´xido de circonio
amorfo dopado con lantano es uno de los diele´ctricos ma´s prominentes para reemplazar el o´xido de silicio y se cita
debido a que manifiesta el tipo de relajacio´n ano´mala que se estudia en este trabajo [6]. En el a´rea de la biologı´a
tambie´n existen modelos parame´tricos para describir la variacio´n de las propiedades diele´ctricas de los tejidos como
funcio´n de la frecuencia relacionadas con el modelo de Havriliak-Negami [7]. Por su parte, las medidas sobre la
exposicio´n de cuerpos humanos a la radiacio´n electromagne´tica requiere una cantidad de datos suficientes sobre las
propiedades diele´ctricas de los tejidos para obtener resultados o´ptimos [8]. Con esto se mencionan algunas de las
a´reas en las que se han reportado aplicaciones al uso del ca´lculo fraccional en fı´sica.
En este artı´culo se hace un estudio de los feno´menos fı´sicos presentados dentro de diele´ctricos cuya respuesta es
dada por el modelo de Havriliak-Negami, que aquı´ se denominan medios con respuesta electromagne´tica fraccional
o en su forma resumida medios fraccionales. Para tal objeto, en la seccio´n 3 se deduce la ecuacio´n de onda a partir
de las ecuaciones de Maxwell [9,10]. Posteriormente en la seccio´n 4 se hace el estudio de la propagacio´n de pulsos y
paquetes ele´ctricos en medios con respuesta diele´ctrica ano´mala [11,12]. Finalmente en la seccio´n 5 se estudia este
feno´meno considerando diferentes geometrı´as. En el proceso de obtencio´n de la transformada inversa de Laplace se
usan me´todos nume´ricos que permiten estudiar las caracterı´sticas del campo ele´ctrico [13].
2. Medios fraccionales
En esta seccio´n se consideran mecanismos tales como la polarizacio´n electro´nica y ato´mica debidas a las perturba-
ciones producidas en los modos de vibracio´n de los electrones y a´tomos respectivamente; la polarizacio´n orientacional
debida a la modificacio´n de la orientacio´n de los dipolos y finalmente la polarizacio´n por migracio´n de cargas [1].
Donde los mecanismos de polarizacio´n inducida se suelen simbolizar por ~P∞(~r, t) y la polarizacio´n orientacional por
~P0(~r, t) [14]. Todos los mecanismos considerados son causados por una accio´n externa que excita el sistema, el cual
responde con una accio´n restauradora para retornar al estado de equilibrio original. La rapidez a la cual avanza este
mecanismo es proporcional al grado de desviacio´n producido y el tiempo involucrado en este proceso se denomina
tiempo de relajacio´n τ . Estos mecanismos se estudian a trave´s de la permitividad relativa ˆ que esta´ directamente
relacionada con la respuesta del medio y es medible. En presencia de un diele´ctrico la densidad de flujo ele´ctrico se
expresa por [1,15]:
~D(~r, t) = ~D0(~r, t) + ~P (~r, t) = 0 ~E(~r, t) + ~P (~r, t), (1)
donde ~D0(~r, t) es la densidad del flujo ele´ctrico en el espacio libre y 0 es la permitividad del vacı´o. Para ciertos
procesos se puede, tambie´n, suponer que la densidad de flujo ele´ctrico es proporcional al campo ele´ctrico aplicado:
~D(~r, t) =  ~E(~r, t) = 0ˆ ~E(~r, t), donde  es la permitividad del material y ˆ es la permitividad relativa. De igual
manera sucede con la polarizacio´n: ~P (~r, t) = 0χe ~E(~r, t), siendo χe la susceptibilidad ele´ctrica del medio. Para
estos casos se cumple que  = 0(1 + χe) [1]. Sin embargo, en medios materiales ma´s generales, el campo de
polarizacio´n ~P (~r, t) del medio asociado a un campo ele´ctrico ~E(~r, t) recibe diferentes contribuciones. En el caso de
los mecanismos de polarizacio´n inducida ~P∞(~r, t) el aporte es [4,12,14]:
~P∞(~r, t) = 0χ∞ ~E(~r, t) = (∞ − 0) ~E(~r, t), (2)
donde ∞ y χ∞ son las contribuciones de los procesos de alta frecuencia a la constante diele´ctrica y a la suscepti-
bilidad. Por otra parte, la polarizacio´n orientacional ~P0(~r, t) contribuye con [1,4,12,14]:
~P0(~r, t) = 0
∫ t
−∞
χ(t− τ) ~E(~r, τ)dτ, (3)
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siendo 0 la permitividad ele´ctrica en el vacı´o y χ(t) la susceptibilidad ele´ctrica del material. La funcio´n χ(t)
esta´ relacionada con la respuesta del material y su dependencia temporal da como resultado un ı´ndice de refraccio´n
dependiente de la frecuencia. Formas ma´s generales de χ pueden incluir la intensidad del campo ele´ctrico (medios no
lineales) o depender de la direccio´n (medios aniso´tropos) [16]. Teniendo en cuenta que ~P (~r, t) = ~P∞(~r, t)+ ~P0(~r, t)
e introduciendo (2) y (3) en (1) se obtiene:
~D(~r, t) = 0 ~E(~r, t) + (∞ − 0) ~E(~r, t) + 0
∫ t
−∞
χ(t− τ) ~E(~r, τ)dτ
= ∞ ~E(~r, t) + (es − ∞)
∫ t
−∞
ξ(t− τ) ~E(~r, τ)dτ,
(4)
siendo 0χ(t) = (es− ∞)ξ(t), adema´s ξ(t) es la respuesta del material, y es es la permitividad esta´tica. Por medio
de la transformada de Laplace, que para la funcio´n g(t) se define por:
g˜(s) = L[g(t)] ≡
∫ ∞
0
e−stξ(t)dt, (5)
la ecuacio´n (3) se reduce a [4,12]:
~P (~r, s) = 0χ˜(s) ~E(~r, s), (6)
con lo que la ecuacio´n (4) queda expresada por [4,12]:
~D(~r, s) = ∞ ~E(~r, s) + (es − ∞)ξ˜(s) ~E(~r, s). (7)
En (7) aparece la transformada de Laplace de la respuesta del medio ξ˜(s) que esta´ relacionada con la susceptibilidad
ele´ctrica por [4,12]:
0χ˜(s) = (es − ∞)ξ˜(s), (8)
donde las constantes es y ∞ son las permitividades esta´tica y cuando t→∞, respectivamente. La importancia de
la ecuacio´n (8) es que esta´ relacionada con la permitividad compleja mediante la ecuacio´n 0ˆ(ω) = ∞ + 0χ˜(iω),
lo que posibilita diversas te´cnicas que permiten medir directamente la funcio´n ξ˜(s), de lo cual surgen diversos
modelos que representan algunas caracterı´sticas encontradas en ciertos medios materiales. Una de las respuestas ma´s
estudiadas es la de Debye χ˜D(s) = (1 + sτ)−1 [1], sin embargo, es aplicable en un nu´mero limitado de casos; por
tanto surgen generalizaciones de e´ste modelo que llevan a la respuesta de Havriliak-Negami dada por [2,3,5,12]:
ξ˜HN (s) =
1
(1 + (sτ)α)β
0 < α, β ≤ 1, (9)
en estas respuestas τ es un tiempo caracterı´stico que depende del tipo de material. El modelo (9) permite describir
la respuesta electromagne´tica de diversas estructuras como son los polı´meros, tejidos biolo´gicos, entre otros. Las
te´cnicas de medida se recopilan en lo que se denomina espectroscopia diele´ctrica de banda ancha, la cual permite
estudiar la estructura molecular, abarcando un rango de frecuencias de 10−4 a 1011Hz [17]. En la ecuacio´n (9), el
caso β = 1 se conoce como respuesta de Cole-Cole [18,3,5]:
ξ˜CC(s) =
1
1 + (sτ)α
. (10)
Y cuando α = 1 queda como resultado el modelo de Davidson-Cole [18,3,5]:
ξ˜DC(s) =
1
(1 + sτ)β
. (11)
Para α = β = 1, todos estos casos recuperan el modelo de Debye. A diferencia del modelo de Debye que describe
la respuesta electromagne´tica del material como osciladores sobre amortiguados, la respuestas (9)-(11) describen al
medio como un sistema viscoela´stico descrito por osciladores fraccionales o casos ma´s generales que se definen en
te´rminos de la derivada de Riemann-Lioville [19] que se define por [20,21] :
aD
α
t f(t) =
1
Γ(n− α)
(
d
dt
)n ∫ t
a
(t− τ)n−α−1f(τ)dτ, (12)
donde α ≥ 0 es el orden real de la derivada perteneciente al intervalo n− 1 ≤ α < n con n entero, adema´s, t > a
y t > 0. Por esta razo´n, los medios estudiados en este trabajo se denominan medios con respuesta electromagne´tica
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Figura 1. Respuesta de un material fraccional (18) como funcio´n del tiempo. (a) Respuesta de Cole-Cole ξCC(t) en escala logarı´tmica. Se
obtienen respuestas con comportamientos con decaimiento exponencial (similares a las respuestas de Debye α = 1) y respuestas que decaen
como una ley de potencias. (b) Respuesta de Davidson-Cole ξDC(t) en escala semilogarı´tmica. Se obtienen respuestas que principalmente
decaen exponencialmente (la respuesta de Debye se da cuando β = 1). En algunos casos se observa que para t < τ la respuesta sigue una
ley de potencias. (c) Respuesta de Havriliak-Negami ξHN (t) en escala logarı´tmica para β = 0.5 y α variable. El resultado es similar a la
respuesta de Cole-Cole. (d) Respuesta de Havriliak-Negami ξHN (t) en escala semilogarı´tmica con α = 0.5 y β variable. El comportamiento
es similar a la respuesta de Davidson-Cole.
fraccional o en forma simplificada medios fraccionales. En la Figura 1 se presentan los resultados para ξCC(t) y
ξDC(t) obtenidos a partir de la ecuacio´n (18). Se observa que medios con respuesta de Cole-Cole pueden tener un
comportamiento exponencial o de ley de potencias dependiendo de los valores de α. En el caso de Davidson-Cole
para β < 1 se observa un pequen˜o intervalo inicial t < τ en el que la respuesta decae como una ley de potencias,
para t > τ todos los casos analizados representan un decaimiento exponencial. El ana´lisis del modelo de Havriliak-
Negami muestra comportamientos similares con decaimientos exponenciales o de leyes de potencias dependiendo
de los valores de α y β.
Por otra parte, la ecuacio´n (9) tambie´n se puede estudiar en el dominio del tiempo. A partir de la expansio´n en
serie de la ecuacio´n (9) se deduce la transformada inversa de Laplace de ξ˜HN (s). Reescribiendo los te´rminos de la
definicio´n (9) resulta:
ξ˜HN (s) = (sτ)
−αγ
(
1 +
1
(sτ)α
)−γ
, (13)
donde se presta especial atencio´n al segundo factor ya que es de la forma (1 +x−1)−γ y por lo tanto permite utilizar
la expansio´n en serie de Taylor [22], dada por la expresio´n:
f(t) =
∞∑
n=0
fn(t)|t0
n!
(t− t0)n, fn(t) = df
n(t)
dtn
, (14)
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para escribir la ecuacio´n (13) ası´:
ξ˜HN (s) =
∞∑
n=0
(−1)nΓ(γ + n)
n!Γ(γ)
(sτ)−α(n+γ), (15)
y si se multiplica tanto en el numerador como en el denominador por el factor Γ(α(n+ γ)) resulta:
ξ˜HN (s) =
∫ ∞
0
e−sttαγ−1
∞∑
n=0
Γ(α+ n)(−1)ntαn
n!Γ(α(n+ γ))Γ(γ)
τ−α(n+γ)dt. (16)
Recordando la funcio´n de Mittag-Leffler generalizada, Eγα,β(z) :=
∑∞
n=0
Γ(γ+n)
n!Γ(αn+β)Γ(γ)z
n, 0 < α, β, γ ≤ 1 [3], la
ecuacio´n (16) se reduce a:
ξ˜HN (s) =
∫ ∞
0
e−stτ−αγtαγ−1Eγα,αγ
(
−
(
t
τ
)α)
dt, (17)
y finalmente comparando con la transformada de Laplace (5) se establece que [3]:
ξHN (t) =
tαγ−1
ταγ
Eγα,αγ
(
−
(
t
τ
)α)
, (18)
resultado que da la respuesta de Havriliak-Negami en el dominio del tiempo. En el modelo de relajacio´n de Havriliak-
Negami se determina la polarizacio´n ~P utilizando una ecuacio´n pseudo-diferencial fraccional auxiliar dada de la
siguiente manera [9,12]:
(τα0D
α
t + 1)
β ~P (~r, t) = 0(s − ∞) ~E(~r, t), (19)
donde aparecen te´rminos en derivadas fraccionales que esta´n elevados a una potencia arbitraria. Por otra parte, se
puede demostrar que la respuesta de Cole-Cole se obtiene con el uso de osciladores fraccionales. En primera medida
se supone que las cargas negativas −Q, del medio fraccional, se desplazan una pequen˜a distancia ~x respecto a las
cargas positivas +Q y se forman dipolos por accio´n del campo ele´ctrico, que tienen un momento dipolar promedio
Q~x [1]. En consecuencia, como condicio´n primaria, la polarizacio´n del material es [1]:
~P (t) = NeQ~x(t), (20)
dondeQ es la carga fundamental,Ne es el nu´mero de dipolos por unidad de volumen y ~x es el desplazamiento relativo
de los centroides de las cargas positivas y negativas que se supone esta´ definido por un oscilador fraccional [23]:
ν2−α0 0D
α
t x(t) + ν
α
0 x(t) =
f0
m
g(t), (21)
donde la fuerza externa es determinada por el campo ele´ctrico aplicado al material y tiene una amplitud f0 = QE0.
En la ecuacio´n (21) 0Dαt es el operador derivada fraccional de Riemann-Liouville de orden 1 ≤ α < 2, ecuacio´n
(12). Adema´s t es la variable de tiempo y ν0 es la frecuencia propia de vibracio´n. Es necesario incluir el te´rmino
να−20 para corregir las discrepancias en las unidades. La funcio´n g(t) es la funcio´n fuente. Se puede tomar como
condicio´n inicial g(t) = ν0δ(t) donde δ(t) es la funcio´n delta de Dirac. Esta funcio´n fuente representa el pulso
inicial de la fuerza aplicada al oscilador y f0 es la amplitud del pulso [23]. Reorganizando (21) y reemplazando g(t)
por ν0δ(t) resulta:
0D
α
t x(t) + ν
α
0 x(t) =
QE0
m
να−20 ν0δ(t). (22)
La ecuacio´n (22) es un caso particular de una ecuacio´n diferencial lineal fraccional que se estudia en [20]. El resultado
correspondiente es el siguiente:
x(t) =
∫ t
0
(t− τ)α−1Eα,α[−να0 tα]
QE0
m
να−20 ν0δ(τ)dτ
=
QE0
m
να−10
∫ t
0
(t− τ)α−1
∞∑
n=0
(−να0 )n(t− τ)αn
Γ[α(n+ 1)]
δ(τ)dτ
=
QE0
m
να−10
∞∑
n=0
(−να0 )n
Γ[α(n+ 1)]
tα(n+1)−1,
(23)
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donde Eα,β(z) =
∑∞
n=0
zn
Γ(αn+β) es la funcio´n de Mittag-Leffler de dos te´rminos y por tanto se obtiene:
x(t) =
QE0
m
(ν0t)
α−1Eα,α[−(ν0t)α]. (24)
Ahora todo es cuestio´n de utilizar (1), (20) y (24) para obtener, en una dimensio´n:
D(t) = 0E0 +Ne
Q2E0
m
(ν0t)
α−1Eα,α[−(ν0t)α]. (25)
Por medio de la transformada de Laplace, ecuacio´n (5), se obtiene:
ˆ = 1 +
NeQ
2
m0
να0
sα + να0
= 1 +
NeQ
2
m0
1
(sτ)α + 1
, (26)
para lo cual se ha considerado τ = 1ν0 . Al tomar s = iω, la expresio´n (26) tiene una parte imaginaria debida a la
dispersio´n producida por el material, tal como sucede en un material normal. Comparando la ecuacio´n (26) con la
ecuacio´n (7) se deduce que la respuesta de dicho material es:
ξ(s) =
1
1 + (sτ)α
. (27)
La ecuacio´n (27) es precisamente la respuesta de Cole-Cole y por tanto, un material con este tipo de respuesta se
puede describir a partir de osciladores fraccionales, lo que se convierte en una evidencia que dicho feno´meno es no
local. Un caso ma´s general es el modelo de Havriliak-Negami el cual esta´ implı´cito en los desarrollos de la siguiente
seccio´n.
3. Ecuacio´n de onda
Una vez descritos los materiales fraccionales, en esta seccio´n se obtiene la funcio´n de onda de ondas electro-
magne´ticas en estos medios. Se consideran materiales no magne´ticos, sin cargas libres ni corrientes. Para este caso
las ecuaciones de Maxwell toman la forma [9,15]:
∇ · ~D(~r, t) = 0, (28)
∇× ~E(~r, t) = −∂
~B(~r, t)
∂t
, (29)
∇ · ~B(~r, t) = 0, (30)
∇× ~B(~r, t) = µ0 ∂
~D(~r, t)
∂t
, (31)
donde se supone la relacio´n constitutiva ~B(~r, t) = µ0 ~H para el campo magne´tico. Por otra parte, el campo de
desplazamiento ~D(~r, t) esta´ relacionado con el campo ~P (~r, t) mediante la expresio´n [1]:
~D(~r, t) = 0∞ ~E(~r, t) + ~P (~r, t), (32)
~P es la suma de las contribuciones de (2) y (3). Combinando las ecuaciones (28)-(31) y teniendo en cuenta que
∇ · ~P = 0 se obtiene la ecuacio´n para el campo ~E(~r, t) [9,11,12]:
∇2 ~E(~r, t) = ∞
c2
∂2 ~E(~r, t)
∂t2
+ µ0
∂2 ~P (~r, t)
∂t2
(33)
donde c2 = 1/(0µ0). La ecuacio´n (33) junto con la relacio´n (19) proponen un problema de ca´lculo fraccional
establecido recientemente y cuya solucio´n constituye un campo activo de investigacio´n en matema´ticas, fı´sica,
me´todos nume´ricos, entre otros. Por medio de la ecuacio´n (6) , al tomar la transformada de Laplace de (33) para el
caso en que ~E(~r, t) = 0 cuando t ≥ 0, se obtiene [9,11]:
∇2 ~E(~r, s)− s2
(
n(s)
c
)2
~E(~r, s) = 0, (34)
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donde:
n(s) =
√
∞ + χ˜(s). (35)
La ecuacio´n (34) permite hallar la transformada de Laplace del campo ele´ctrico en diferentes geometrı´as y condiciones
iniciales. En la siguiente parte se analiza la propagacio´n de ondas en una geometrı´a plana para diferentes tipos de
respuesta fraccional.
4. Pulsos y paquetes de onda en medios fraccionales
Se considera un problema modelo en el que las ondas electromagne´ticas se propagan en la direccio´n del eje x
en el medio fraccional con una fuente ubicada en la posicio´n x = 0. De esta manera ~E(~r, s) = E(x, s)yˆ, donde yˆ
denota un vector unitario en la direccio´n y y la ecuacio´n de (34) toma la forma [9]:
∂2E(x, s)
∂x2
− s2
(
n(s)
c
)2
E(x, s) = 0, x > 0 . (36)
La condicio´n de frontera E(0, t) = F (t) que establece:
E(0, s) = F˜ (s). (37)
En te´rminos de la funcio´n de respuesta ξ˜(s), por medio de (8), n(s) esta´ determinada por:
n(s) =
√
∞ + (es − ∞)ξ˜(s) . (38)
Teniendo en cuenta ondas electromagne´ticas que se propagan en x > 0 y la condicio´n inicial en x = 0, la solucio´n
de (36) es:
E(x, s) = F˜ (s)e−
n(s)
c sx, (39)
donde, finalmente el campo ele´ctrico E(x, t) se recupera al obtener la transformada inversa de Laplace, de esta
manera:
E(x, t) = L−1[F˜ (s)e−n(s)c sx]. (40)
Hasta la fecha no se conocen soluciones analı´ticas de (40) para medios con respuesta fraccional dado que la funcio´n
n(s) no permite aplicar los me´todos convencionales para calcular la transformada inversa de Laplace. En algunos
Figura 2. |E(x, t)| en un material con respuesta de Havriliak-Negami con α = β = 0.5 y con κ = 1.5. La condicio´n inicial es un pulso
E(0, t) = δ(t).
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Figura 3. Campo ele´ctrico E(x, t) como funcio´n del tiempo para x = 5cτ , se analizan materiales con las respuestas presentadas en la Figura
1 con la condicio´n inicial E(0, t) = δ(t). (a) Respuesta de Cole-Cole. (b) Respuesta de Davidson-Cole. En estas figuras los cuadros internos
muestran el campo ele´ctrico cuando x = cτ .
casos asinto´ticos se han desarrollado algunos resultados, pero la solucio´n de (40) es un problema abierto. En lo que
sigue se utilizan me´todos nume´ricos para la inversio´n nume´rica, con el fin de analizar E(x, t) en diferentes medios.
El me´todo empleado se describe en detalle en el ape´ndice 7.
En la Figura 2 se estudia el caso de una perturbacio´n en x = 0 dada por F (t) = δ(t), por lo tanto F˜ (s) = H(s) donde
H(s) denota a la funcio´n de Heaviside. Se obtiene |E(x, t)| para un material con respuesta de Havriliak-Negami
con α = β = 0.5. En esta figura se hace evidente el efecto dispersivo que tiene el material. Adema´s, con el fin de
establecer las variaciones en el campo ele´ctrico para las diferentes respuestas analizadas en la Figura 1, en la Figura
3 se presenta E(x, t) en las posiciones x1 = cτ y x2 = 5cτ . En x2 la perturbacio´n electromagne´tica ha penetrado
lo suficiente en el material de tal manera que los campos en los medios fraccionales difieren significativamente con
respecto a la respuesta de Debye. En x1 los cambios son menores. Por otra parte, si se tratara del vacı´o, E(x, t) =
δ(x− ct), el retraso temporal en el medio material se observa en los diferentes tiempos en los que se da el ma´ximo
de E(x, t).
Figura 4. |E(x, t)| en un material con respuesta de Havriliak-Negami con α = β = 0.5 y con es
∞ = 1.5. La condicio´n inicial es un paquete
de ondas E(0, t) = 2 sech(a(x− x0 − ωt)) sin(a(x− ωt))|x=0, con a = 8, ω = 2, x0 = −0.5.
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Adicionalmente, la forma de n(s) en (38) representa un ı´ndice de refraccio´n que depende de las diferentes frecuencias
del espectro de la perturbacio´n en x = 0. En la Figura 4 se presenta |E(x, t)| para una condicio´n que se asemeja a
un solito´n [16]. Dado que el medio es u´nicamente dispersivo, este paquete de ondas no mantiene su forma inicial
durante la evolucio´n temporal.
5. Ondas cilı´ndricas y esfe´ricas en medios fraccionales
Ahora se plantea un problema en el que las ondas electromagne´ticas son generadas en una lı´nea recta orientada
a lo largo del eje z, inmerso en un medio fraccional y se analiza la componente z del campo. La ecuacio´n de onda
(34) en coordenadas cilı´ndricas (ρ, φ, z) para la componente z del campo es dada por:
∇2Ez(ρ, φ, z, s)− β2Ez(ρ, φ, z, s) = 0, (41)
siendo β2 = s2
(
n(s)
c
)2
y c la velocidad de la luz. Suponiendo que la componente Ez(ρ, φ, z, s) no depende de las
coordenadas φ y z, entonces, Ez(ρ, s) cumple:
ρ2
d2Ez(ρ, s)
dρ2
+ ρ
dEz(ρ, s)
dρ
− β2Ez(ρ, s) = 0. (42)
Las soluciones de la ecuacio´n (42) son las funciones asociadas de Bessel y una solucio´n particular para ondas
viajeras que son nulas cuando ρ→∞ es:
Ez(ρ, s) = F (s)K0(βρ), (43)
donde K0(x) =
∑∞
k=0
(−1)k
k!(s+k)!
(
x
2
)
, por lo tanto:
E(ρ, t) = L−1[F (s)K0(βρ)]. (44)
Con la ecuacio´n (44) se obtiene el campo ele´ctrico a una distancia ρ del eje del cilindro y su variacio´n en el tiempo.
Si el material en el que se genera el pulso es uno cuya respuesta es la de Havriliak-Negami entonces el espectro de
la onda, a determinado radio ρ del cilindro, es como se observa en la Figura 5. En la Figura 3 el ma´ximo del pulso
de la onda es cercano a la unidad, mientras que en la Figura 5 es de alrededor de 0.5 unidades de campo ele´ctrico,
lo cual quiere decir que bajo las nuevas condiciones, la onda se atenu´a ma´s ra´pidamente.
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Figura 5. E(ρ, t) en coordenadas cilı´ndricas en un medio con respuesta de Havriliak-Negami con β = 0.5 y κ = 1.5. Se presenta un pulso
de una onda cilı´ndrica para ρ = 5cτ . En el recuadro se grafica el pulso cuando ρ = cτ .
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Figura 6. E(r, t) en coordenadas esfe´ricas en un material con respuesta de Cole-Cole con β = 0.5 y con κ = 1.5. La condicio´n inicial es
un pulso E(0, t) = δ(t). Se presenta un pulso de una onda esfe´rica para r = 5cτ . En el recuadro se grafica el pulso cuando r = cτ .
Por otra parte, cuando se trata de resolver la ecuacio´n (34) en coordenadas esfe´ricas, resultan ecuaciones acopladas
de difı´cil solucio´n, no obstante, en condiciones especiales se puede obtener, para la componente radial del campo
Eρ(r, θ, φ), y asumiendo que no depende de las coordenadas θ y φ, la siguiente ecuacio´n diferencial:
d
dr
{
r2
dEr(r, s)
dr
}
− β2r2Er(r, s) = 0, (45)
ecuacio´n que se puede escribir tambie´n de la forma:
d2
dr2
(rEr(r, s))− β2(rEr(r, s)) = 0, (46)
cuya solucio´n es dada por:
Er(r, s)) =
F (s)
r
e−βr, (47)
y resulta:
E(r, t) = L−1
[
F (s)
r
e−βr
]
. (48)
La ecuacio´n (48) es un resultado que se puede ver como la expresio´n para las ondas generadas por una carga
puntual cuando se activa un pulso del tipo delta de Dirac en un medio homoge´neo y sin fuentes cuya respuesta
es la de Havriliak-Negami. El espectro de la onda, a determinado radio r de la esfera, es graficado en la Figura
6. En dicha Figura la atenuacio´n del campo ele´ctrico es ma´s pronunciada, a medida que el pulso avanza, de lo
que se aprecia en la Figura 4, lo que significa que la geometrı´a desde la que se observa el feno´meno influye en
cuanto a su atenuacio´n, sin embargo, no parecen haber cambios significativos en la forma del espectro del pulso. De
esta manera, los resultados presentados en esta seccio´n muestran la variedad de feno´menos asociados a la ecuacio´n
(33). Trabajos futuros pretenden analizar lo que sucede en interfaces que pueden ser vacı´o-material fraccional, dos
materiales fraccionales, o material no lineal y medio fraccional.
De esta manera, en este trabajo se definen las caracterı´sticas fı´sicas que determinan los medios fraccionales, para
luego deducir la ecuacio´n de onda de un pulso electromagne´tico que se propaga en un medio de dichas caracterı´sticas.
En este sentido se analiza los mecanismos de polarizacio´n relevantes que se presentan en los medios fraccionales y
ası´ encontrar el desplazamiento ele´ctrico que es necesario para deducir la ecuacio´n de onda a partir de las ecuaciones
de Maxwell. La ecuacio´n de onda se resuelve con el uso de la transformada de Laplace, sin embargo, para obtener
la transformada de Laplace inversa fue necesario el uso de me´todos nume´ricos. Finalmente se analiza el problema
planteado en diferentes geometrı´as para establecer las consecuencias que ello conlleva.
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6. Conclusiones
Se resuelve la transformada de Laplace de la ecuacio´n de onda unidimensional de un pulso ele´ctrico que se propaga
en un material, en coordenada cartesianas, cilı´ndricas y esfe´ricas. La solucio´n esta´ relacionada con la respuesta del
material. Dado que no fue posible obtener una expresio´n analı´tica para la transformada inversa de Laplace de la
solucio´n se realizo´ la inversio´n nume´rica utilizando diferentes modelos de respuesta y se compararon con el resultado
obtenido con el modelo de Havriliak-Negami el cual es uno de los modelos ma´s generales asociado al cara´cter
fraccional del problema. El campo ele´ctrico se propaga de distintas formas en relacio´n con los para´metros que definen
el modelo de Havriliak-Negami, es decir, que los campos en los medios fraccionales difieren significativamente con
respecto a la respuesta de Debye, que es el modelo ma´s simple.
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Ape´ndice: Me´todo de Zakian
El me´todo de Zakian para obtener la transformada de Laplace inversa f(t) de la funcio´n F (s) utiliza la siguiente
serie infinita de evaluaciones ponderadas del dominio de la funcio´n [13]:
f(t) =
2
t
n∑
i=1
Re
{
KiF
(αi
t
)}
, (49)
donde las constantes Ki y αi para n = 5 esta´n dadas en la Tabla 1. Este me´todo es ra´pido y fa´cil de implementar
y hay un para´metro arbitrario, n, para ser determinado. El valor de n puede ser optimizado para obtener soluciones
precisas. El me´todo de Zakian es satisfactorio para funciones que tienen un te´rmino exponencial positivo, et.
i α K
1 12.83767675 + j1.666063445 -36902.08210 + j196990.4257
2 12.22613209 + j5.012718792 +61277.02524 - j95408.62551
3 10.93430308 + j8.409673116 -61277.02524 + j95408.62551
4 8.776434715 + j11.92185389 +4655.361138 - j1.901528642
5 5.225453361 + j15.72952905 -118.7414011 - j141.3036911
Tabla 1
En esta Tabla aparecen los primeros cinco valores necesarios al usar el me´todo de Zakian para la transformada inversa de Laplace. La constante
j es el nu´mero imaginario de los nu´meros complejos j =
√−1 .
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En la Figura 7 se compara el me´todo de inversio´n nume´rico de Zakian de las funciones f(t) = e−t y f(t) = J0(t)
con las funciones analı´ticas respectivas.
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Figura 7. Me´todo de Zakian de inversio´n nume´rica. En (a) aparece la funcio´n f(t) = e−t cuya transformada de Laplace es 1
s+1
. En (b) se
analiza la funcio´n f(t) = J0(t) con transformada de Laplace dada por 1√
s2+1
.
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